
2021 拓扑学(H)期中 

授课教师：王作勤 时间：2 小时 20 分钟 

（原卷为英文） 

问题 1（每题 4 分，共 20 分） 

写下下列定义 

（1） 称映射𝑓: (𝑋, 𝑑𝑋) → (𝑌, 𝑑𝑌)是两个度量空间间的（等距）嵌入的含义 

（2） 称集族ℬ ⊂ 𝒫(𝑋)是(𝑋, 𝒯)的基的含义 

（3） 称拓扑空间(𝑋, 𝒯)第一可数的含义  

（4） 称一个拓扑空间 Hausdorff 的含义 

（5） 设𝑋是拓扑空间，𝑌是度量空间。称一族函数ℱ ⊂ 𝒞(𝑋, 𝑌)等度连续的含义 

（6） 设𝑋是拓扑空间，{𝑈𝛼}是𝑋的开覆盖。称{𝜌𝛼}是从属于{𝑈𝛼}的单位分解的含

义 

 

问题 2（每题 2 分，共 20 分） 

判断以下叙述的对错 

在正确的前写“T”，错误的前写“F”。 

(  )设(𝑋, 𝑑)是度量空间且𝐴 ⊂ 𝑋。定义𝑑𝐴(𝑥) ≔ inf
a∈A

𝑑(𝑎, 𝑥)。则𝑑𝐴(𝑥)当且仅当  

𝑥 ∈ 𝐴 

(  )设𝑋 = ⋃ 𝐴𝛼𝛼 和𝑓: 𝑋 → 𝑌为使每个𝑓|𝐴𝛼连续的映射，则𝑓连续 

(  )(ℝ, 𝒯𝑠𝑜𝑟𝑔𝑒𝑛𝑓𝑟𝑒𝑦)第二可数 

(  )ℝℙ2可以嵌入ℝ4 

(  )设𝐴𝛼 ⊂ 𝑋𝛼，则在(∏ 𝑋𝛼𝛼 , 𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡)中∏ 𝐴𝛼𝛼
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∏ 𝐴𝛼̅̅̅̅𝛼  

(  )可数紧空间的任意子集仍可数紧 



(  )若𝑋第一可数，（T1）且极限点紧，那么它列紧 

(  )设(𝑋, 𝑑)是度量空间，𝑥 ∈ 𝑋。那么存在𝛿 > 0使得闭球𝐵(𝑥, 𝛿)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅紧 

(  ) ℚ（作为实直线ℝ的子集）非局部紧 

(  )Hausdoff 空间的任意子集 Hausdoff 

(  )若每个(𝑋𝛼, 𝒯𝛼)可度量化，那么(∏ 𝑋𝛼𝛼 , 𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡)也是如此 

 

问题 3（每题 4 分，共 20 分） 

写下满足给定要求的例子（不需要细节） 

(a)ℝ上的非离散度量𝒯使得恒等映射Id: (ℝ, 𝒯𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑) → (ℝ, 𝒯)不连续 

(b)不完备的度量空间 

(c)紧但不列紧的拓扑空间 

(d)𝒞([0,1], ℝ)无处为 0 却不稠密的子代数 

(e)可分却不可度量化的拓扑空间 

(f)连续满射𝑓: [0,1] → ([0,1]ℕ, 𝒯𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡) 

 

问题 4（15 分） 

对拓扑空间𝑋的子集𝐴，分别记其内点、闭包、边界为𝐴°, 𝐴̅, 𝜕𝐴 

(a) 证明：𝐴° ∩ 𝜕𝐴 = ∅, 𝐴̅ = 𝐴° ∪ 𝜕𝐴 

(b) 证明：𝜕𝐴 = ∅当且仅当𝐴既开又闭 

(c) 𝐴是开集当且仅当𝐴 = (𝐴̅)°是否成立？证明或给出反例 

 

问题 5（15 分） 



集合𝑋上的准度量（quasi-metric）指𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ使得 

⚫ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0对任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋成立，且𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

⚫ 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)对任意𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋成立 

换而言之，准度量就是“没有对称性的度量” 

(a) 在准度量空间(𝑋, 𝑑)中定义“开球”和“开集” 

(b) 定义𝑑:ℝ × ℝ → ℝ，𝑑(𝑥, 𝑦) = {
𝑥 − 𝑦, 𝑥 ≥ 𝑦
1, 𝑥 < 𝑦

 

(ⅰ)验证：(ℝ, 𝑑)是准度量空间 

(ⅱ)ℝ上由此准度量生成的拓扑是什么？ 

(c) 证明：任意准度量空间(A1)、(T1) 

 

问题 6（15 分） 

设𝑋𝛼(𝛼 ∈ Λ)是拓扑空间 

(a) 写出∏ 𝑋𝛼𝛼 上乘积拓扑的定义 

(b) 叙述乘积拓扑的泛性质 

(c) 证明对拓扑的“乘积运算（product operation）”是交换的、结合的。具体来说，

证明：若指标集Λ有分解（decomposition）Λ = ⋃ Λ𝛽𝛽 ，其中𝛽 ≠ 𝛽′时Λ𝛽 ∩ Λ𝛽′.

那么∏ 𝑋𝛼𝛼∈Λ 同构于∏ (∏ 𝑋𝛼𝛼∈Λ𝛽
)𝛽 ，其中每个乘积都被赋予了乘积拓扑 

 

问题 7（15 分） 

(a) 叙述管道（tube）引理 

(b) 证明：若𝑌紧，那么投影𝜋1: 𝑋 × 𝑌 → 𝑋是闭映射 

(c) 证明：若𝑋第一可数，𝑌可数紧，那么投影𝜋1: 𝑋 × 𝑌 → 𝑋是闭映射 



问题 8（15 分） 

设𝑋是拓扑空间。固定点𝑝 = (𝑎, 0) ∈ 𝑋 × [0,1]。设𝐶𝑋是𝑋上的拓扑锥（topology 

cone），𝐶𝑝𝑋是𝑋 × [0,1]中的“几何锥“，它如下定义 

𝐶𝑝𝑋 ≔ {(1 − 𝑡)(𝑥, 1) + 𝑡𝑝|𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ [0,1]} ⊂ 𝑋 × [0,1] 

并赋予子空间拓扑。（故𝐶𝑝𝑋是𝑋 × [0,1]中所有连接点(𝑥, 1)和𝑝 = (𝑎, 0)的“线段

（line segments）“的并） 

(a) 写出拓扑锥𝐶𝑋的定义 

(b) 设𝑋紧且 Hausdoff。证明：𝐶𝑋同胚于𝐶𝑝𝑋 

(c) 𝑋不紧时如何？证明𝐶𝑋同胚于𝐶𝑝𝑋，或找一个例子并证明它们不同胚 

 

问题 9（15 分） 

(a) 叙述 Urysohn 度量化定理 

(b) 设𝑋是紧 Hausdoff 空间。令Δ = {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋}。证明：若Δ是𝑋 × 𝑋中的𝐺𝛿集，

则𝑋可度量化 

[警告：这部分远难于其他问题] 


