
线性代数 B2 21 年期末解析

一．填空

1．设矩阵 � =
1 0 1
0 1 0
0 0 1

．则 � 的 Jordan 标准形是_______，�

的最小多项式是_______，� 的奇异值是__________．ℝ3上的线性变

换�: � → ��的二维不变子空间为________

解：diag  �2(1), 1 ；1, 3± 5
2

；
1
0
0

,
0
0
1

或
1
0
0

,
0
1
0

显然特征值为 � = 1（三重）

又 �(� − �) = 1 �(� − �)2 = 0

⇒ � = diag �2(1), 1

由有理标准型知识知道最小多项式为 ��(�) = (� − 1)2

��� =
2 0 1
0 1 0
1 0 1

特征值为 1, 3± 5
2

则奇异值为 1, 3± 5
2

�的二维不变子空间必然包含其特征子空间，具体证明请仿照 23年

期末第四题（3）

逐个检验二维线性空间就有�的二维不变子空间

1
0
0

,
0
0
1

或
1
0
0

,
0
1
0

2．在四维欧式空间ℝ4中，� 是由 �1 = (1,0,1,0) 与 �2 = (0,1,0,1)

生成的子空间。



向量 � = (1,1, − 1, − 1) 在 � 中的正交投影向量 �（即满足 � −

� ∈ �⊥ 且在 � 中的向量 � ）是__________

解：(0,0,0,0)

先标准正交化�1，�2，注意其已经正交，只需单位化

又注意到�实际上已经正交于�1，�2

则� = (0,0,0,0)

在这里补充不同内积定义下的酉空间上求正交投影的方法：

（1）(�, �) = �∗�� 时，这里�为复正定阵，给定�一组标准正交基

{�1, …, ��}

对任意 � ∈ �, � 在 � 上的正交投影存在唯一

且�� = �1, � �1 + �2, � �2 + … + ��, � ��

（2）(�, �) = ���∗ 时，这里�为复正定阵，给定�一组标准正交基

{�1, …, ��}

对任意 � ∈ �, � 在 � 上的正交投影存在唯一

且�� = �, �1 �1 + �, �2 �2 + … + �, �� ��

3．复方阵 � =
0 � 1
−� 0 �
1 −� 0

的酉相似标准形为_________

解：diag(1,1, − 2)



有特征值 �1 = 1（二重）�2 =− 2

又  r(� − �) = 1

⇒ � = diag(1,1, − 2)

二.给定数域 � 的 � 阶方阵 � ，定义 � = ��×� 上的线性变换

�: � → �� − �� ．

如果 � 可以对角化， � 是否也可以对角化？请说明理由。

证：可以对角化

� 可以对角化，则存在可逆阵�使得�−1�� = � = diag �1, ⋯, ��

我们考虑构造一组基使得�在这组基下为对角阵，注意一组基经过可

逆线性变换之后还是一组基

先取 ��×� 自然基 � = ���∣1 ≤ �, � ≤ �

构造 � = ���∣1 ≤ �, � ≤ � 其中 ��� = �����−1

� ��� = ���� − ���� = ���−1�����−1 − �����−1���−1

= � ���� − ���� �−1 = � ����� − ����� �−1

= �� − �� ���

这就说明了�在� = ���∣1 ≤ �, � ≤ � 下的矩阵为对角阵



三.设 � 为 � 阶复方阵，� 为正整数。用 Jordan 标准形证明：

rank�� − rank��+1 ≥ rank��+1 − rank��+2

证：相似的矩阵秩相同，不妨考虑 Jordan 标准型

首先可逆阵自然满足等号成立（特征值均非零）

或考虑� ≠ 0 时有 �(�(�)) = � ��(�)

再考虑特征值为 0的 Jordan 块：

一阶 Jordan 块有 �1
�(0) = �1(0) ，秩不变

��(0) = �� 有性质

� ��
� = � − �, � < �

0, � ≥ �

即� ��
� − � ��

�+1 = 1, � < �
0, � ≥ �

综合以上结果就有 rank�� − rank��+1 ≥ rank��+1 − rank��+2

四.设矩阵 � =

2
3

2
3

− 1
3

2
3

− 1
3

2
3

1
3

− 2
3

− 2
3

1．求矩阵 � 的正交相似标准形．

2．设 ℝ3 上的线性变换 �: � → �� ∈ ℝ3 ．证明： � 是绕过原点

的直线 � 的旋转变换，



并求变换的轴 � 及旋转角度 �

解：1. det(�) = 1

有特征值�1 = 1 �2 =− 2
3

+ 5
3

� �3 =− 2
3

− 5
3

�

那么其正交相似标准型为

1 0 0
0 − 2

3
5

3

0 − 5
3

2
3

2.先给出一般性方法

对三阶正交阵�且 det(�) = 1，存在正交阵�使得

���� =
1 0 0
0 cos� −sin�
0 sin� cos�

即其正交相似标准型为旋转变换

旋转轴为特征值 1对应特征向量的所在直线

旋转角有 cos� = tr(�)−1
2

（由�与
1 0 0
0 cos� −sin�
0 sin� cos�

相似立得）

对本题来说

�1 = 1 对应特征向量为
2
1
0

旋转轴为直线 �:
2
1
0

� 这里� ∈ ℝ



旋转角为 arccos − 2
3

五.设 � 是有限维欧式空间 � 上的线性变换。证明：

� = Im� ⊕ Ker�

证：本题题目有误，反例可以由 23年期末第三题给出

如：�: � → 0 1
0 0 �. � ∈ ℝ2

1
0

∈ Im� 且
1
0

∈ ����，因为 � 0
1

=
1
0

则 Im� + ker� 不是直和

六．设 �, � 为同阶实对称方阵，且 � ≥ � ≥ 0（即 � ≥ 0, � ≥ 0 且

� − � ≥ 0 ）

证明： � ≥ �

证：（本题解法来自 wxy 助教习题课讲义）

证法 1： � − �仍然是对称阵，有正交相似标准型，即存在正交矩

阵 � ，使得

��( � − �)� = diag �1, …, ��



设 �� �� = ��� , �� �� = ��� ．于是

��� = ���, � ≠ �; ��� − ��� = ��, 1 ≤ � ≤ �

设

� = ��� = ��(� − �)� = ���
2

− ���
2

则 ��� = ∑�=1
�  ���

2 − ∑�=1
�  ���

2 = �� ��� + ��� ．

因为 �� ��, �� �� ≥ 0, � ≥ 0

所以 ���, ��� ≥ 0, �� ��� + ��� ≥ 0,1 ≤ � ≤ � ．如果 ��� > 0 ，则有

�� ≥ 0 ，否则 ��� = ��� = �� = 0 ．

证法 2：设 � − � 特征值 � 的特征向量为 � ，则

( � − �)� = ��

即 �� = ( � + ��)�, ( � − ��)� = �� ．左乘转置就可以得到

��(� − �)� = 2��� �� + �2���
��(� − �)� = 2��� �� − �2���

因此有

��(� − �)� = ���( � + �)�

如果 ��( � + �)� > 0 ，则有 � ≥ 0 ．否则 �� �� = 0, �� �� =

0 ．根据定义也有 ���� = 0, ���� = 0 ．由上式可以得到 � = 0 ．综

上所述 � ≥ 0 ．



证法 3：设有相合规范型 ��( � + �)� = �� �
� � ，

�� �� = �1 �2
�3 �4

, �� �� = �1 �2
�3 �4

则

�1 + �1 = �, �2 + �2 = �3 + �3 = � = �4 + �4

因为 �4, �4 半正定，所以 �4 = �4 = � ．再根据 22-23 期末第五题

可以得到，�2 = �3 = �2 = �3 = � ．存在 �阶正交矩阵 �1 ，使得

�1
��1�2 = diag �1, …, �� ，取 �2 = �diag �1, ��−� ，有

�2
� ��2 = diag �1, …, ��, � , �2

� ��2 = diag 1 − �1, …, 1 − ��, �

所以

�2
�( � − �)�2 = diag 2�1 − 1, …, 2�� − 1, �

设 � = � + � ，

�2
�(� − �)�2 = �2

�( � − �)( � + �)�2 + �2
�( � � − � �)�2

= diag 2�1 − 1, …, 2�� − 1, � �2
−1�2

−�diag ��, �
+ �2

�( � � − � �)�2

第二个式子是反对称矩阵，所以对角元素为 0. �2
−1�2

−� 是正定矩阵，

所以对角元素大于 0 ，根据 � − �是半正定的，所以上式对角元素

2�� − 1 ≥ 0

因此 � − � 是半正定矩阵．


