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得分       

说明：1．若某题有 a、b两个版本，则选择其中 1 个版本，多做不得分． 

2．不得使用计算器等电子设备． 

一、简答题．每小题 6 分，共 36 分．需简要说明理由或举出例子，结果需化简． 

1．写出一个 2阶实方阵𝐴，满足𝐴ସ − 𝐴ଶ + 𝐼 = 𝑂． 

 

 

 

2．已知复方阵𝐴的特征多项式为𝑥ସ + 𝑥ଷ + 1．写出𝐴ଷ的特征多项式． 

 

 

 

3．已知复方阵𝐴的 Jordan 标准形为𝐽ଶଶଵ(0)．写出𝐴ଵ的 Jordan 标准形． 

 

 

 

4．对于任意复方阵𝐴，是否一定存在复方阵𝐵，使得𝐵ଶ = 𝐴? 

 

 

 

5．若𝑛阶复方阵𝐴, 𝐵都可以相似成对角阵，则𝐴𝐵是否一定可以相似成对角阵？ 

 

 

 

6．若𝑛阶复方阵𝐴, 𝐵满足对于任意𝑥 ∈ ℂ和𝑘 ∈ ℕ都有rank(𝑥𝐼 − 𝐴) = rank(𝑥𝐼 − 𝐵)，

则𝐴与𝐵是否一定相似？ 
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二、解答题．每小题 16 分，共 64 分．需给出详细解答和证明过程． 

7．设复方阵𝐴, 𝐵的特征多项式都等于其最小多项式，即𝜑 = 𝑑，𝜑 = 𝑑．证明：当且

仅当𝜑整除𝜑时，存在列满秩矩阵𝑃使得𝐴𝑃 = 𝑃𝐵． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．设𝑚, 𝑛是正整数，映射𝑓: ℂ× → ℂ×满足：对于任意𝑋, 𝑌 ∈ ℂ×和λ ∈ ℂ，有

𝑓(𝑋 + 𝑌) = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌)，𝑓(λ𝑋) = λ𝑓(𝑋)，𝑓(𝑋𝑌) = 𝑓(𝑋)𝑓(𝑌)，𝑓(𝐼) = 𝐼． 

证明：𝑓是单射并且𝑚整除𝑛． 

  



9a．(1)把实方阵𝐴 = ൭
2 2 1
1 3 1
1 2 3

൱表示成𝐴 = 𝑄𝑅的形式，其中𝑄是正交方阵，𝑅是上三角

方阵，𝑅的对角元素都是正数．(2)证明上述表示方式是唯一的． 

9b．设𝑚, 𝑛是正整数，𝑓(𝑥) = ∏ (𝑥 − 𝑢)
ୀଵ 和𝑔(𝑥) = ∏ ൫𝑥 − 𝑣൯

ୀଵ 是给定的复系数多项

式，𝑉是次数≤ 𝑚 + 𝑛 − 1的复系数多项式全体构成的复线性空间，𝑉上的线性变换

𝜌：𝑥 ↦ 𝑥𝑔(𝑥)，𝑥ା ↦ 𝑥𝑓(𝑥)，∀𝑖 = 0,1, ⋯ , 𝑚 − 1，𝑗 = 0,1, ⋯ , 𝑛 − 1． 

(1)求𝜌在𝑉的基𝑥ାିଵ, ⋯ , 𝑥, 1下的矩阵𝐴．(2)证明：det(𝐴) = ∏ (𝑢 − 𝑣), ． 
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10a．设实二次型𝑄(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) = 𝑎𝑥ଵ
ଶ + 𝑥ଶ

ଶ + 𝑥ଷ
ଶ + 𝑥ଵ𝑥ଶ + 𝑥ଵ𝑥ଷ + 𝑎𝑥ଶ𝑥ଷ． 

(1)求𝑎 = 0时𝑄的相合标准形．(2)求所有实数𝑎使得𝑄是正定的． 

10b．设𝒜是线性空间𝑉上的线性变换，𝑈ଵ, 𝑈ଶ, 𝑈ଷ分别是𝛼, 𝛽, 𝛼 + 𝛽 ∈ 𝑉生成的𝒜循环子

空间．证明：若𝛼, 𝛽相对于𝒜的最小多项式𝑑ఈ, 𝑑ఉ互素，则𝑈ଷ = 𝑈ଵ ⊕ 𝑈ଶ． 

  



参考答案与评分标准 

1．ቌ

√ଷ

ଶ

ଵ

ଶ

−
ଵ

ଶ

√ଷ

ଶ

ቍ   2．𝑥ସ + (𝑥 + 1)ଷ  3．diag ቌ𝐽ଶଵ(0), ⋯ , 𝐽ଶଵ(0)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ଶଵ 个

𝐽ଶ(0), ⋯ , 𝐽ଶ(0)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ଽ 个

ቍ 

4．不一定．例如：𝐴 = ቀ
0 1
0 0

ቁ不是任何矩阵的平方． 

5．不一定．例如：𝐴 = ቀ
1 0
0 0

ቁ，𝐵 = ቀ
0 1
1 0

ቁ，𝐴𝐵 = ቀ
0 1
0 0

ቁ不可相似成对角． 

6．不一定．例如：𝐴 = diag(𝐽ଷ(1), 1)与𝐵 = diag൫𝐽ଶ(1), 𝐽ଶ(1)൯不相似．设𝑘 ≥ 1． 

𝐴与𝐴相似，𝐵与𝐵相似．当𝑥 ≠ 1时，rank(𝑥𝐼 − 𝐴) = rank(𝑥𝐼 − 𝐵) = 4． 

当𝑥 = 1时，rank(𝑥𝐼 − 𝐴) = rank(𝑥𝐼 − 𝐵) = 2． 

7．充分性：设𝛼使得𝑑,ఈ = 𝑑 = 𝜑，则𝛽 =
ఝಲ

ఝಳ
(𝐴)α满足𝑑,ఉ = 𝜑．      (4 分) 

设𝑃ଵ = (𝛽, 𝐴𝛽, ⋯ , 𝐴ିଵ𝛽)，𝑘 = deg(𝜑)，则rank(𝑃ଵ) = 𝑘，𝐴𝑃ଵ = 𝑃ଵ𝐶，    (4 分) 

其中𝐶是𝜑的友方阵．设𝐵 = 𝑃ଶ𝐶𝑃ଶ
ିଵ，则𝑃 = 𝑃ଵ𝑃ଶ

ିଵ满足要求．      (4 分) 

必要性：设可逆方阵𝑄 = (𝑃 ∗)．由𝐴𝑄 = 𝑄 ቀ
𝐵 ∗
𝑂 𝐶

ቁ，得𝜑整除𝜑 = 𝜑𝜑．   (4 分) 

8．假设存在𝐴 ≠ 𝑂使𝑓(𝐴) = 𝑂．对任意𝑖, 𝑗，存在𝑃, 𝑄 ∈ ℂ×使𝐸 = 𝑃𝐴𝑄．    (4 分) 

故所有𝑓൫𝐸൯ = 𝑂，与𝑓(𝐼) = 𝐼矛盾．因此，𝑓是单射．        (4 分) 

记𝐴 = 𝑓(𝐸)．由所有𝐸相似、幂等，得所有𝐴相似、幂等．       (4 分) 

故tr(𝐴) = rank(𝐴)是常数，记作𝑟．因此，𝑛 = ∑ tr(𝐴) = 𝑚𝑟，      (4 分) 

9a．(1)计算过程略．得𝑄 =

⎝

⎜
⎛

ଶ

√

ିଶ

√ଵସ

ିଵ

√ଶଵ
ଵ

√

ଷ

√ଵସ

ିଶ

√ଶଵ
ଵ

√

ଵ

√ଵସ

ସ

√ଶଵ⎠

⎟
⎞
，𝑅 =

⎝

⎜
⎛

√6
ଷ√

ଶ
√6

0
√ଵସ

ଶ

ଶ√ଵସ



0 0
ଷ√ଶଵ

 ⎠

⎟
⎞
．     (12 分) 

(2)若𝐴 = 𝑄ଵ𝑅ଵ = 𝑄ଶ𝑅ଶ，则𝑄ଶ
ିଵ𝑄ଵ = 𝑅ଶ𝑅ଵ

ିଵ是上三角的正交阵，进而是单位阵．  (4 分) 



9b．(1)设𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑥


ୀ ，𝑔(𝑥) = ∑ 𝑏𝑥
ୀ ，则𝐴 =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑎 𝑏

⋮ ⋱ ⋮ ⋱
⋮ ⋱ 𝑎 ⋮ ⋱ 𝑏

𝑎 ⋱ ⋮ 𝑏 ⋱ ⋮

⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑏⎠

⎟
⎟
⎞

． (6 分) 

(2)𝑊𝐴 = ቀ
𝑂 𝑈
𝑉 𝑂

ቁ，其中𝑈 = ቌ

𝑔(𝑢ଵ)

⋱
𝑔(𝑢)

ቍ ቌ
𝑢ଵ

ିଵ ⋯ 𝑢ଵ 1
⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝑢
ିଵ ⋯ 𝑢 1

ቍ， 

𝑉 = ቌ

𝑓(𝑣ଵ)

⋱
𝑓(𝑣)

ቍ ቌ
𝑣ଵ

ିଵ ⋯ 𝑣ଵ 1
⋮ ⋯ ⋮ ⋮

𝑣
ିଵ ⋯ 𝑣 1

ቍ，𝑊 =

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑢ଵ
ାିଵ ⋯ 𝑢ଵ 1

⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝑢

ାିଵ ⋯ 𝑢 1

𝑣ଵ
ାିଵ ⋯ 𝑣ଵ 1

⋮ ⋯ ⋮ ⋮
𝑣

ାିଵ ⋯ 𝑣 1⎠

⎟
⎟
⎞

．  (6 分) 

det(𝐴) =
(ିଵ) ୢୣ୲()ୢୣ୲ ()

ୢୣ୲ (ௐ)
=

∏ (௨) ∏ (௩ೕ)ೕ ∏ (௨ೕି௨)ಬೕ ∏ (௩ೕି௩)ಬೕ

∏ (௨ೕି௨)ಬೕ ∏ (௩ೕି௨),ೕ ∏ (௩ೕି௩)ಬೕ
= ∏ (𝑢 − 𝑣), ．  (4 分) 

10a．(1)𝑄 = 𝑥ଶ
ଶ + 𝑥ଷ

ଶ + 𝑥ଵ(𝑥ଶ + 𝑥ଷ) = (
ଵ

ଶ
𝑥ଵ + 𝑥ଶ)ଶ + (

ଵ

ଶ
𝑥ଵ + 𝑥ଷ)ଶ −

ଵ

ଶ
𝑥ଵ

ଶ = 𝑦ଵ
ଶ + 𝑦ଶ

ଶ − 𝑦ଷ
ଶ． (6 分) 

(2)𝑄 = 𝑥்𝐴𝑥，其中𝐴 =

⎝

⎜
⎛

𝑎
ଵ

ଶ

ଵ

ଶ
ଵ

ଶ
1



ଶ
ଵ

ଶ



ଶ
1

⎠

⎟
⎞
．𝑄是正定的⇔ ൞

𝑎 > 0

𝑎 −
ଵ

ସ
> 0

−
ଵ

ସ
𝑎ଷ +

ହ

ସ
𝑎 −

ଵ

ଶ
> 0

   (6 分) 

解得√2 − 1 < 𝑎 < 2．                (4 分) 

10b．根据 Bezout 定理，存在多项式𝑢, 𝑣使得𝑢𝑑ఈ + 𝑣𝑑ఉ = gcd൫𝑑ఈ, 𝑑ఉ൯ = 1．    (4 分) 

设 γ ∈ 𝑈ଵ⋂𝑈ଶ，则𝑑ఈ(A)γ = 𝑑ఉ(A)γ = 0，得γ = 0．        (4 分) 

由𝛼 = 𝑣(A)𝑑ఉ(A)𝛼 = 𝑣(A)𝑑ఉ(A)(𝛼 + 𝛽) ∈ 𝑈ଷ，得𝑈ଵ ⊂ 𝑈ଷ．同理𝑈ଶ ⊂ 𝑈ଷ．  (4 分) 

显然，𝑈ଷ ⊂ 𝑈ଵ + 𝑈ଶ．综上，𝑈ଷ = 𝑈ଵ ⊕ 𝑈ଶ．          (4 分) 


