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一．设 Hilbert 空间𝑋可分，𝑀是𝑋的稠密子空间，证明：𝑀包含𝑋的一个规范正

交基。 

 

二．设(𝑀, 𝑑)是完备度量空间，𝐹是𝑀的一个非空紧子集，𝑇: 𝐹 → 𝐹满足∀𝑥 ≠

𝑦, 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦).证明：𝑇在𝐹上有唯一不动点。 

 

三．设有赋范线性空间𝑋, 𝑌，证明：若𝐿(𝑋, 𝑌)是 Banach 空间，则𝑌是 Banach 空

间。 

 

四．设{𝑎𝑛}是𝑈 = {𝑧 ∈ ℂ|
1

2
≤ |𝑧| ≤ 1}的稠密子集，{𝜎𝑛}是复 Hilbert 空间𝑙2的规

范正交基，令 

𝑇(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … ) = ∑𝑎𝑛𝑥𝑛𝜎𝑛

∞

𝑛=1

, (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … ) ∈ 𝑙2 

1. 证明𝑇是 Fredholm 算子且𝑖𝑛𝑑(𝑇) = 0 

2. 若𝑛充分大的时候𝜎𝑛 = 𝑒𝑛为只有第 n 个分量为 1，其他分量为 0.求𝜎(𝑇)与

𝑟𝜎(𝑇) 

 

五．证明：在𝑙1中弱收敛和强收敛等价。 

 

六．设𝑋, 𝑌是 Banach 空间，线性算子𝑇: 𝑋 → 𝑌.令𝑁 =∩𝑉是 0的邻域 𝑇(𝑉)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，证明： 

1.𝑁是𝑌的闭子空间 



2.𝑇连续当且仅当𝑁 = {0} 

3.设𝑝: 𝑌 → 𝑌/𝑁是商映射，则𝑝 ∘ 𝑇连续 

 

七．设𝑋是 Hilbert 空间，𝑇 ∈ 𝐿(𝑋)，证明以下等价 

1.𝑅(𝑇) = 𝑋 

2.∃𝑐 > 0,使得‖𝑇∗𝑥‖ ≥ 𝑐‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑋 


