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本试卷共六个⼤题。考试时间为 9:45-12:30. 请在答题纸上写上姓名、班级、学号。

⼀（15 分）考虑函数 f(z) = z
(z−2i)(z−1) , z ̸= 2i, z ̸= 1.

1. 分别给出 f(z) 在如下三个区域的 Laurent 展开：

i) |z| < 1 ii) 1 < |z| < 2 iii) |z| > 2

2. 计算积分：
i) I1 =

∮
|z|= 3

2

f(z) dz ii) I2 =

∮
|z|= 5

2

f(z) dz

⼆（20 分）考虑如下问题：

1. 叙述区域上解析函数的最⼤模原理。

2. 叙述孤⽴奇点的定义。

3. 若点 a 是函数 f(z) 的⼀个极点，则 a 可能是 ef(z) 的什么类型的奇点？说明理由。

4. 考虑函数 f(z) = z/(ez − 1), z ̸= 2kπi (k ∈ Z). 试问 0 和 2πi 分别为 f(z) 的什么类型的奇

点。说明理由。

5. 求⽅程 z8 − 4z5 + z2 − 1 = 0 在圆环 1 < |z| < 2 内的解的个数。说明理由。

三（10 分）设 D 为区域。考虑如下问题：

1. 设 f 为 D 上的单叶解析函数。试证明：∀ z ∈ D, 成⽴ f ′(z) ̸= 0.

2. 设 f 为 D 上的解析函数。如果 ∀ z ∈ D, 有 f ′(z) ̸= 0, 试问 f 是否为 D 上的单叶解析函数？

如果是则给出证明，否则请举例说明。

四（15 分）1. 叙述 Schwarz 引理。

2. 记 D 为单位圆盘 B(0, 1). 试⽤ Schwarz 引理证明如下结论：若 f 为 D 上的单叶解析函数，

且满⾜ f(D) = D, f(0) = 0, 及 arg f ′(0) = α, 则 f(z) = eiαz, ∀ z ∈ D.

五（25 分）计算如下积分：

1.
1

2πi

∮
|z|=1

z−4

ez − 1
dz 2.

∫ +∞

0

(logx)2
1 + x2

dx

六（15分）设 D 为区域，(fn(z))n≥1 为 D 上的⼀个解析函数族（即每个 fn(z)为 D 上的解析函数）。

假设
∑∞

n=1 fn(z) 在 D 上收敛到 S(z)，并且在 D 的任意紧⼦集上⼀致收敛。证明：S(z) 为 D 上的

解析函数，并且 ∀ k ≥ 1,
∑∞

n=1 f
(k)
n (z) 在 D 上收敛到 S(k)(z), 且在 D 的任意紧⼦集上⼀致收敛。
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