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注：本试卷共5题，每题20分，总分100分。所有题目的解答要有详细过程，其中使用的定理
或命题需要注明。

除特别说明以外，本试卷中的U均是指Rn中的有界开集，并且边界光滑。

1. 证明：存在常数C > 0,使得如下不等式对任意u 2 H 2.U / \H 1
0 .U /成立：
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2. 设u 2 H 1.U /是方程

�u D f in U

的弱解，其中f 2 L2.Rn/. 证明：u 2 H 2
loc
.U /,且对于任意V �� U ,成立不等式

kukH 2.V / � C.kf kL2.U / C kukL2.U //:

(提示：本题考查内部正则性定理的证明，不允许直接用该定理结论。)

3. 设U � Rn是有界连通开集，且@U 2 C 1. 证明：存在常数C.n; p; U / > 0，使得对任

意u 2 W 1;p.U / .1 � p < n/,成立不等式

ku � .u/U kLnp=.n�p/.U / � CkDukLp.U /;

其中.u/U D
1
jU j

R
U
u.x/dx.

4. 证明：当p > n时，有紧嵌入W 1;p.U / ,!,! C 0. NU/.

5. 设Lu D ��u C c.x/u (其中c 2 C1. NU/)，其伴随算子记为L�. 设L�的零空间为N.L�/ D

Spanf�.x/g.

(1)证明：存在常数�使得如下椭圆方程存在弱解:8<:Lu D f C �� in U

u D 0 on @U:

(2)若f 2 H 1.U /,该弱解有何正则性？
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