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1. (20分) 证明以下不等式:

(1)设1 < p, p′ < +∞, p−1 + (p′)−1 = 1. 证明: 对任意正数a, b, 成立不等式

ab ≤ ap

p
+
bp

′

p′
.

(2)设1 ≤ p, p′ ≤ +∞, p−1 + (p′)−1 = 1. f ∈ Lp(U), g ∈ Lp′(U). 证明:∫
U

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(U)‖g‖Lp′ (U).

证明：(1)注意到函数f(x) = ex是Rn上的凸函数, 那么有如下不等式:

ab = elog a+log b = e
1
p log ap+ 1

p′ log bp
′

≤ 1

p
elog a

p

+
1

p′
elog b

p′

=
ap

p
+
bp

′

p′
.

(2)若p, p′中有一个是1一个是+∞, 那么结论是显然的.

若‖f‖p, ‖g‖p′中有一个是0, 那么说明该函数几乎处处为0, 从而原不等式两边都是0, 显然成立.

若1 < p, p′ < +∞, 不妨设‖f‖p = ‖g‖p′ = 1(否则考虑 f
‖f‖p ,

g
‖g‖p′

). 那么由(1), 就有:

|fg| ≤ |f |
p

p
+
|g|p′

p′
.

两边积分即可.

�

评分标准：每一问10分. 第二问若只考虑了p, p′中有一个是1有一个是∞, 酌情得1-2分. 第二问没有考

虑‖f‖p, ‖g‖p′中有一个是0的情况, 扣1分.
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2. (45分) 设f : U → R是局部可积函数, 证明以下光滑子的性质:

(1)f ε ∈ C∞(Uε);

(2)f ε → f a.e. as ε→ 0;

(3)若f ∈ C(U), 则对任意V ⊂⊂ U , 在V上成立f ε一致收敛于f .

证明：

(1) 首先证明一阶偏导数存在, 计算差商如下:

固定任一点x ∈ Uε, 任取i ∈ {1, · · · , n}. 那么对|h|充分小, x+ hei ∈ Uε. 对某些V ⊂⊂ U , 有

f ε(x+ hei)− f ε(x)
h

=
1

εn

∫
U

1

h

(
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

))
f(y)dy

=
1

εn

∫
V

1

h

(
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

))
f(y)dy.

注意到, 对任意y ∈ V ,

1

h

(
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

))
→ 1

ε
∂iη

(
x− y
ε

)
= εn∂iηε(x− y).

又因为被积函数 ∣∣∣∣ 1h
(
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

))
f(y)

∣∣∣∣ ≤ 1

ε
‖Dη‖L∞ |f | ∈ L1(V ).

那么由控制收敛定理, 就有

∂if
ε(x) = lim

h→0

f ε(x+ hei)− f(x)
h

∃ =
∫
U

∂iηε(x− y)f(y)dy = (∂iηε ∗ f)(x).

又因为, 上述表达式表明f ε的各个一阶偏导数存在且连续, 所以f ε ∈ C1(Uε). 类似可得, 任意阶偏导∂αf ε在Uε中

存在且连续, 所以f ε ∈ C∞(Uε).

(2) 直接计算可得, 对任意x ∈ U .

|f ε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)(f(y)− f(x))dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y
ε

)
|f(y)− f(x)|dy

≤ C 1

|B(x, ε)|

∫
B(x,ε)

|f(x)− f(y)|dy.

据Lebesgue微分定理, 对a.e. x ∈ U , 当ε→ 0时, 都有上式→ 0.

(3) 若f ∈ C(U), 那么f在U的任意紧子集V上一致连续. 于是, 对任意δ > 0, 存在η > 0, 使得对任意|x− y| < η,

都有|f(x)− f(y)| < δ(∀x, y ∈ V ). 于是(2)中的积分≤ Cδ. 令δ → 0即有f ε在V上一致收敛于f .

�

评分标准：每一问15分.

(1)计算出差商的积分表达式, 4分. 控制收敛定理条件验证, 4分. 偏导数存在且连续(没写连续, 扣1分)导出可微

性, 5分. 最后的”类似可得”, 2分. 共15分. 注意, 直接写由被积函数一致收敛于导函数而不验证控制收敛定理条件的

话, 必须要写明是在被积的那个小球上一致收敛, 这是因为U不是有界集, 只有一致收敛而没用控制收敛定理是不能

得出积分收敛的. 如果直接写了∂αf ε = ∂αηε ∗ f , 至多得6分, 因为原题要我们证明的就是这个. .

(2)证明|f ε − f |能被积分平均控制, 10分. 用Lebesgue微分定理, 5分. 共15分.

(3)f在任一紧子集上一致连续, 5分. 积分式一致趋于0, 10分. 共15分.
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3. (25分) 设可积函数f ∈W 1,∞(Rn), f ε是f的光滑化函数(定义见试卷第一页).

(1) 证明: 当ε→ 0+时, f ε在Rn上一致收敛.

(2) 设(1)中一致收敛的极限函数为F (x), 证明:F (x)是Rn中的Lipschitz连续函数. 即存在L > 0, 使得对于任

何x, y ∈ Rn, 成立
|F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|.

证明：

(1) 对任意ε, δ > 0, 直接计算:

|f ε(x)− fδ(x)| =

∣∣∣∣∣ 1εn
∫
B(0,ε)

η(
y

ε
)f(x− y)dy 1

δn

∫
B(0,δ)

η(
y

δ
)f(x− y)dy

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
B(0,1)

η(y)(f(x− εy)− f(x− δy))dy

∣∣∣∣∣
≤
∫
B(0,1)

|η(y)(f(x− εy)− f(x− δy))|dy.

由于f ∈ W 1,∞(Rn), 所以f ∈ W 1,p
loc (Rn). 因此在Rn的任一紧子集上, 存在Holder连续函数f∗ = f a.e. 代入上式

即有

|f ε(x)− fδ(x)| ≤
∫
B(0,1)

|η(y)(f∗(x− εy)− f∗(x− δy))|dy.

注意到, 上面的积分式中的被积函数有控制函数2‖f‖L∞ ∈ L1(B(0, 1)), 那么由控制收敛定理, 就有

|f ε(x)− fδ(x)| → 0 as ε, δ → 0

一致地成立.

(2) 根据三角不等式, 对任意x 6= y, 有

|F (x)− F (y)| ≤ |f ε(x)− F (x)|+ |f ε(y)− F (y)|+ |f ε(x)− f ε(y)|.

因为f ε(x)一致收敛于F (x), 所以F (x)是连续函数. 而且, 此时要证F是Lipschitz函数, 只要证明f ε是Lipschitz函数.

对任意x 6= y, 有

|f ε(x)− f ε(y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

Df ε(tx+ (1− t)y) · (x− y)dt
∣∣∣∣ ≤ ‖Df ε‖L∞ |x− y|.

而‖Df ε‖L∞ ≤ ‖Df‖L∞‖ηε‖L1 = ‖Df‖L∞ . 所以‖f ε(x) − f ε(y)‖ ≤ ‖Df‖L∞ |x − y|. 所以f ε是Lipschitz函数,

Lipschitz常数是‖Df‖L∞ . 进而|F (x)− F (y)| ≤ ‖Df‖L∞ |x− y|. 证毕.

评分标准：本题满分25分, 第一问15分, 第二问10分.

(1)第一问算出|f ε − fδ|的估计式, 6分. 利用Morrey嵌入把f换成f∗, 4分. 控制收敛定理条件验证, 3分. 得出结

论, 2分.

(2)第二问证明|f ε(x)− f ε(y)| ≤ ‖Df ε‖L∞ |x− y|, 3分. ‖Df ε‖L∞ ≤ ‖Df‖L∞ , 4分. 证明F是Lipschitz函数, 3分.

Remark: 第一问正确验证Ascoli-Arzela引理条件, 证明存在子列一致收敛, 得7分. 本题不能对f用中值定理.

第一问用了的, 扣12分. 第二问用了的, 扣7分. 第一问正确证明a.e.收敛的, 得7分. 因为f不是连续函数, 所以第一问

使用第二题(3)的, 扣10-12分. 另外, L∞函数不能由紧支集光滑函数依L∞范数逼近. 以及, 用L1逼近的, 中间有一个

积分不能做到收敛(注意被积变量!). 本题不能得出F是光滑函数或可微函数, 因为这需要导数也一致收敛. 因此本题

第二问对F用中值定理的, 第二问扣7分. 注意, 中值定理不能直接使用, 因为中值定理只对一维成立, 所以要么使用

“有限增量定理”, 要么所取的中值在x, y的连线上(这一点, 数学分析课本上已经明确提出).
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4. (20分) 设U是有界连通开集, 边界∂U ∈ C1. 假设1 ≤ p ≤ ∞, 函数u ∈W 1,p(U)

(1) 若Du = 0 a.e. in U , 证明: 存在常数C, 使得u = C a.e. in U .

(2) 证明存在仅依赖于n, p, U的正常数C, 使得

‖u− (u)U‖Lp(U) ≤ C‖Du‖Lp(U).

这里(u)U := 1
|U |
∫
U
u(x)dx.

证明：(1)设uε := ηε ∗ u ∈ C∞(Uε). 则Du
ε = Du ∗ ηε = 0, 所以存在常数Cε, 使得u

ε = Cε in Uε.

又因为Cε = ‖uε‖p ≤ ‖u‖p‖ηε‖1 = ‖u‖p, 所以{Cε}是一致有界数列, 所以存在收敛子列Cεi → C ∈ R. 因
为‖uε − u‖p → 0, ‖Cε − C‖p → 0, uε = Cε, 所以在U的任一紧子集上成立u = C a.e., 进而结论成立.

(2) 反证法, 假设结论不成立, 那么对任意正整数k, 存在函数uk ∈W 1,p(U), 使得

‖uk − (uk)U‖Lp(U) > k‖Duk‖Lp(U).

令

vk =
uk − (uk)U

‖uk − (uk)U‖Lp(U)
.

那么则

(vk)U = 0, ‖vk‖Lp(U) = 1, ‖Dvk‖Lp(U) <
1

k
.

所以{vk}是W 1,p(U)中的有界序列, 进而由W 1,p(U) ⊂⊂ Lp(U), 存在子列vkj依L
p范数收敛于某个Lp函数v. 因

此, (v)U = 0, ‖v‖Lp(U) = 1.

下面证明弱导数Dv存在且几乎处处为0. 为此, 对任意φ ∈ C∞c (U), 有∫
U

v∂iφdx = lim
j→∞

∫
U

vkj∂iφdx = − lim
j→∞

∫
U

∂ivkjφdx ≤ lim
j→∞

‖Dvkj‖p‖φ‖p′ = 0.

这样才得出Dv = 0 a.e. 从而v ∈W 1,p(U). 此时再据(1)知, v a.e是常数, 从而必然等于其积分平均值, 所以v = 0

a.e., 这和‖v‖p = 1矛盾.

评分标准：本题共20分, 每小问10分.

(1)第一问证明uε = Cε, 4分. 证明{Cε}是一致有界数列, 4分. 最后的收敛性argument, 2分. 当然, 这一问可以不

取子列, 但一定需要利用uε几乎处处收敛于u. 如果只写了uε = C, 扣7分.

(2)反证法, 作归一化后得到(vk)U = 0, ‖vk‖Lp(U) = 1, ‖Dvk‖Lp(U) <
1
k . 得2分. 紧嵌入得到Lp收敛子序列, 3分,

证明Dv存在且几乎处处等于0, 3分. 利用(1)导出矛盾, 得2分. 注意, 本题不能由‖Dvkj‖p → 0得出Dv = 0 a.e., 因

为Dv的存在性没有被证明. 即便Dvkj真的能收敛于某个L
p函数w, 那么也不一定有w = Dv a.e.

(3)此题如果第一问使用第二问的结论, 那么必须用其它方法绕过第一问, 并正确证明第二问. 事实上的确有其

它方法, 直接将不等式左边p次方, 先用光滑函数逼近, 再用广义Minkowski不等式和中值定理, 最后取极限证明. 考

试中, 只有两位同学利用该方法正确地证明了第二问. 如果用第二问证明第一问，但第二问又没有证出来的, 扣17分

以上.

4


