
2016年春季学期微分方程2(H)期末考试
整理人: 章俊彦 yx3x@mail.ustc.edu.cn, zhang.junyan@jhu.edu

2016年6月20日 8:30-11:00 主讲教师: 赵立丰

注：每题20分，总分100分。所有题目的解答要有详细过程，其中使用的定理或命题需要注
明。

除特别说明以外，本试卷中的U均是指Rn中的有界开集，并且边界光滑。

1. (1)设2 � p � 1. 证明：存在常数C > 0,使得如下不等式对任意u 2 C1c .U /成立：

krukLp.U / � Ckuk
1=2

Lp.U /
kr

2uk
1=2

Lp.U /
:

(2)一个迹定理的题，问的是一个函数的迹是否存在，具体忘记。

2. 令Lu D �
Pn

i:jD1 @j .a
ij@iu/C

Pn
iD1 b

i@iuC cu,其中aij ; bi :c 2 L1.UT /; f 2 L
2.UT /; g 2

L2.U /. 并且aij满足一致椭圆条件和对称性aij D aj i ; c � 0. 今考虑如下抛物方程8̂̂̂<̂
ˆ̂:
@tuC Lu D f in UT

u D 0 on Œ0; T � � @U

u D g on ft D 0g � U:

请叙述该方程弱解定义，并用Galerkin逼近的方法证明能量估计和弱解的存在唯一性。

3. 一个半线性椭圆方程的题，比较难。

4. 对.t; x/ 2 R1Cd .t ¤ jxj/,定义共形变换

.t; x/! .Nt ; Nx/ WD

�
t

jxj2 � t2
;

x

jxj2 � t2

�
;

和Kelvin变换

Ku D Nu WD u.Nt ; Nx/jj Nxj2 � Nt2j.d�1/=2

(1)证明：若�u D 0,则� Nu D 0;

(2)考虑如下变换

x.t; x; �/ WD 
.x; t C �.jxj2 � t2//; 这里
 WD
jxj2 � t2

jxj2 � .t C �.jxj2 � t2//2
;

及其对应的函数变换

w.t; x; �/ WD 
 .d�1/=2u.x.t; x; �//:

证明它们对应的乘子是

m D .jxj2 C t2/@tuC 2tx � ruC .d � 1/tu:

(3)在波方程�u D 0两边乘以这个乘子，能得到什么方程（守恒律）？
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整理者注：第三问实际上是证明波方程的Morawetz恒等式

@tc � div r D 0;

其中

c WD
1

2
.jxj2 C t2/.u2

t C jruj
2/C 2tx � ruut C .d � 1/tuut �

d � 1

2
u2

这称作共形能量密度,以及

r WD ..jxj2 C t2/ut C 2tx � ruC .d � 1/tu/ruC t .u
2
t � jruj

2/x:

5. 令Lu D �
Pn

i:jD1 @j .a
ij@iu/,其中aij 2 C1. NU/满足一致椭圆条件且aij D aj i . 设�1是L的

主特征值。

(1)证明：

�1 D minfBŒu; u� W u 2 H 1
0 .U /; kukL2 D 1g;

其中BŒ�; ��是与L对应的双线性型；

(2)证明：如上最小值可以在某个在U内取值为正的函数w1达到，并且w1是L的主特征值�1对

应的零边值问题的特征函数；

(3)证明：若u 2 H 1
0 .U /是L的主特征值�1对应的零边值问题的解，那么它必是w1的常数倍。
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